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两类 ＷｉｔｔｅｎＬａｐｌａｃｉａｎ算子 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边值
问题的第一特征值

邓义华，肖　娟，李元旦
（衡阳师范学院数学与计算科学系，湖南 衡阳 ４２１００８）

摘　要：首先在Ｒｎ的有界开区域Ω上讨论了一类ＷｉｔｔｅｎＬａｐｌａｃｉａｎ算子 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边值问题的第一特征值，得到
了这类特征值下界的一个较好的估计。然后，在区间（－ｄ，ｄ）上讨论了另一类 ＷｉｔｔｅｎＬａｐｌａｃｉａｎ算子 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边
值问题的第一特征值，得到了这类特征值的准确值。
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　　假设（Ｍ，ｇ）是 Ｒｉｅｍａｎ流形，ｆ是 （Ｍ，ｇ）上的
光滑函数，那么在 （Ｍ，ｇ）上有一类重要的 Ｗｉｔｔｅｎ
Ｌａｐｌａｃｉａｎ算子，其定义为

Δｆ＝Δ－ｆ
ＷｉｔｔｅｎＬａｐｌａｃｉａｎ算子有时也被称为带权 Ｌａｐｌａｃｉａｎ
算子或 ｆＬａｐｌａｃｉａｎ算子。目前，这类算子已经得
到了许多方面的研究。比如，Ｃｈｅｎ和 Ｂｒｉｇｈｔｏｎ
等［１－２］讨论了ｆ调和函数的性质，得到了这类调和
函数的一些梯度估计。Ｄｕｎｇ等［３－４］利用 ｆＬａｐｌａ
ｃｉａｎ算子的第一特征值λ１刻画了ｆ调和函数的性质
以及流形（Ｍ，ｇ）的度量性质。Ｃｈｅｎ等［５－６］得到了

ＷｉｔｔｅｎＬａｐｌａｃｉａｎ算子特征值的一个比较定理。利用
该比较定理，Ｆｕｔａｋｉ等［７］讨论了当 Ｒｉｃ＋Ｈｅｓｓφ≥

Ｋｇ时φＬａｐｌａｃｉａｎ算子第一特征值 λ１的下界估计

问题，在此基础上得到了一类紧致 Ｒｉｅｍａｎ流形直

径下界的一个比较好的下界估计。

假设ａ，ｂ，ｄ，ｋ都是常数并且ｄ＞０，ｋ＞０，

Ω是 Ｒｎ上的有界开区域，那么可以在 Ω和区间

（－ｄ，ｄ）上分别定义以下函数

ｗ（ｘ）＝－ｋ２｜ｘ｜
２，ｘ∈Ω，

ｖ（ｘ）＝ａｘ＋ｂ，ｘ∈（－ｄ，ｄ）

显然ｗ和ｖ都是光滑函数。由于开区域 Ω和开区

间（－ｄ，ｄ）都可以看成是 Ｒｉｅｍａｎ流形，所以我们

可以分别在Ω和（－ｄ，ｄ）上考虑ｗＬａｐｌａｃｉａｎ算子
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Δｗ ＝Δ－ｋｘ和ｖＬａｐｌａｃｉａｎ算子Δｖ＝Δ－ａ。受
前面所提这些参考文献的启发，本文将进一步讨论

以上两类 ＷｉｔｔｅｎＬａｐｌａｃｉａｎ算子 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边值问题
的第一特征值。通过直接计算不难得到Ｒｉｃ＋Ｈｅｓｓｗ
＝－ｋｇ以及Ｒｉｃ＋Ｈｅｓｓｖ＝０，所以本文相当于针对
两种特殊情况Ｋ＝－ｋ＜０和Ｋ＝０讨论文 ［７］中
的一些问题。这时，我们认为本文的结论应该比文

［７］中的定理１１更好。

１　ｗＬａｐｌａｃｉａｎ算子Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边值
问题第一特征值的下界估计

假设Ω是Ｒｎ上的有界开区域，在Ω上定义如
下光滑函数

ｗ（ｘ）＝－ｋ２｜ｘ｜
２，ｘ∈Ω

在本节，我们将讨论 ｗＬａｐｌａｃｉａｎ算子 Δｗ ＝Δ－
ｋｘ的如下Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边值问题的第一特征值的估计
问题

Δｕ－ｋｘｕ＝λｕ，ｘ∈Ω
ｕ＝０，ｘ∈{ Ω

（１）

如果ｋ＝０，那么问题 （１）就是通常的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ
算子Δ的特征值问题。对 Ｌａｐｌａｃｉａｎ算子的第一特
征值进行估计已经有了很长的历史，目前在这方面

已经取得了很多好的研究成果［８－１０］。特别是，在

文 ［８］中已经得到了当流形的Ｒｉｃｃｉ曲率Ｒｉｃ≥０
时Ｌａｐｌａｃｉａｎ算子第一特征值 λ１（Δ）的如下最佳下
界估计

λ１（Δ）≥
π２

ｄ２
（２）

其中ｄ为Ω的直径。当 ｋ≠０时，研究问题 （１）
的特征值一般是用所谓的加权体积测度 ｅ－ｗｄｘ，如
引言中的大部分参考文献都是这样。但是，运用通

常的体积测度 ｄｘ研究 （１）的特征值目前似乎还
很少有这方面的工作。根据文 ［３－４］，我们知道
ｆＬａｐｌａｃｉａｎ算子Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边值问题的第一特征值可
以用下面的式子来刻画

λ１（Δｆ）＝ ｉｎｆ
φ∈Ｃ∞０（Ω）

∫Ω｜φ｜２ｅ－ｆｄｘ
∫Ωφ２ｅ－ｆｄｘ

因此，考虑问题 （１）的第一特征值λ１时，我们不
妨假设ｕ是Ω上的正函数。为了得到问题 （１）的
第一特征值下界的更好估计，我们将借用文 ［７］
中的一些方法。为此，我们任取常数α＞１，然后
将问题 （１）中的方程两边同时乘以 ｕα－１并进行积
分得

－∫Ωｕα－１Δｕｄｘ－ｋ∫Ωｕα－１ｘ·ｕｄｘ＝λ∫Ωｕαｄｘ
（３）

根据散度定理以及问题 （１）中的边界条件得到

∫Ωｕα－１ｘ·ｕｄｘ＝－∫Ωｕｄｉｖ（ｕα－１ｘ）ｄｘ＝
－（α－１）∫Ωｕα－１ｘ·ｕｄｘ－ｎ∫Ωｕαｄｘ

从而有

∫Ωｕα－１ｘ·ｕｄｘ＝－ｎα∫Ωｕαｄｘ （４）

将式 （４）代入式 （３），然后运用分部积分法，可
以得到

（α－１）∫Ωｕα－２｜ｕ｜２ｄｘ＝（λ－ｋｎα）∫Ωｕαｄｘ
（５）

假设ｕα＝ｈ２，那么４｜ｈ｜２＝α２ｕα－２｜ｕ｜２，所
以根据式 （５）不难得到

４（α－１）
α２ ∫Ω｜ｈ｜２ｄｘ＝（λ－

ｋｎ
α
）∫Ωｈαｄｘ

于是

α２λ－αｋｎ
４（α－１）

＝
∫Ω｜ｈ｜２ｄｘ
∫Ωｈ２ｄｘ

≥λ１（Δ） （６）

根据式 （２）以及式 （５）可得

λ≥ ４α
（１－１

α
）
π２

ｄ２
＋１
α
ｋｎ （７）

其中ｄ为Ω的直径，α是任意大于１的常数。令 ｓ

＝１－１
α
，那么由 （７）可得下面的结论。

定理１　特征值问题 （１）的第一特征值λ１满
足下面的不等式

λ１≥ ｓｕｐ
ｓ∈（０，１）

｛４ｓ（１－ｓ）π
２

ｄ２
＋（１－ｓ）ｋｎ｝

２　ｖＬａｐｌａｃｉａｎ算子Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边值
问题第一特征值的准确值

　　假设ａ，ｂ，ｄ都是常数并且ｄ＞０，ｖ（ｘ）＝ａｘ
＋ｂ，ｘ∈ （－ｄ，ｄ）。在本节，我们主要讨论 ｖ
Ｌａｐｌａｃｉａｎ算子Δｖ＝Δ－ａ的Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边值问题第
一特征值的准确值。为此，我们假设该边值问题的

第一特征值为 λ１，相应的特征函数为 ｕ。那么，
我们有

－ｕ″＋ａｕ′＝λ１ｕ，ｘ∈（－ｄ，ｄ）

ｕ（－ｄ）＝ｕ（ｄ）＝０{
，

（８）

定理２　特征值问题 （８）的第一特征值为 λ１

７５１
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＝π
２

４ｄ２
＋１４ａ

２，并且与 λ１对应的特征函数为 ｕ＝

Ｃｅ
ａ
２ｘｃｏｓπ２ｄｘ，其中Ｃ为任意常数。

证明　由二阶常系数线性齐次常微分方程的理
论可知，当ａ２ ＞４λ１时问题 （８）中的方程的通解
为

ｕ＝Ｃ１ｅ
ｋ１ｘ＋Ｃ２ｅ

ｋ２ｘ （９）
其中

ｋ１ ＝
ａ＋ ａ２－４λ槡 １

２ ，

ｋ２ ＝
ａ－ ａ２－４λ槡 １

２
将问题 （８）中的边界条件代入式 （９），我们不难
发现Ｃ１ ＝Ｃ２ ＝０。所以在这种情况下问题 （８）
没有非零解。同理可得，当 ａ２ ＝４λ１时问题 （８）
也没有非零解。所以只有当 ａ２ ＜４λ１时问题 （８）
才有非零解，这时问题 （８）中的方程的通解为

ｕ＝Ｃ１ｅ
ａ
２ｘｃｏｓ１２ ４λ１－ａ槡

２ｘ＋

Ｃ２ｅ
ａ
２ｘｓｉｎ１２ ４λ１－ａ槡

２ｘ （１０）

将问题 （８）中的边界条件代入式 （１０）得

Ｃ１ｃｏｓ
１
２ ４λ１－ａ槡

２ｄ＋Ｃ２ｓｉｎ
１
２ ４λ１－ａ槡

２ｄ＝０

Ｃ１ｃｏｓ
１
２ ４λ１－ａ槡

２ｄ－Ｃ２ｓｉｎ
１
２ ４λ１－ａ槡

２ｄ＝{ ０

（１１）

如果对任意的整数ｍ都有 ４λ１－ａ槡
２ｄ≠２ｍπ并且

４λ１－ａ槡
２ｄ≠２ｍπ＋π，那么由式 （１１）容易得

到Ｃ１ ＝Ｃ２ ＝０，所以在这样的情况下问题 （８）
还是没有非零解。因此，当问题 （８）有非零解时

必 有 整 数 ｍ 使 得 ４λ１－ａ槡
２ｄ ＝ ２ｍπ 或

４λ１－ａ槡
２ｄ＝２ｍπ＋π。容易验证，为了使问题

（８）有 非 零 解 并 且 λ１ 取 值 最 小，只 能 是

４λ１－ａ槡
２ｄ＝π。这样，我们得到了λ１的准确值

为

λ１ ＝
π２

４ｄ２
＋１４ａ

２ （１２）

将式 （１２）代入式 （１１）和式 （１０）可知，与 λ１

对应的特征函数为 ｕ＝Ｃｅ
ａ
２ｘｃｏｓπ２ｄｘ，其中 Ｃ为任

意常数。定理２证明完毕。
注　定理２说明

ｉｎｆ
φ∈Ｃ∞０（－ｄ，ｄ）

∫
ｄ

－ｄ
｜φ′｜２ｅ－ａｘｄｘ

∫
ｄ

－ｄ
φ２ｅ－ａｘｄｘ

＝π
２

４ｄ２
＋１４ａ

２

这个下确界不随ａ的符号的改变而改变，且可以在

φ（ｘ）＝ｅ
ａ
２ｘｃｏｓπ２ｄｘ处达到。
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